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»In der Mathematik wird das +-Zeichen [oder einfacher: +/-] verwendet,
wenn es darum geht, die zwei Moglichkeiten des gewunschten Wertes zu
zeigen, von denen eine durch Addition und die andere durch Subtraktion
erhalten werden kann. [Es bedeutet, dass es zwei mégliche Antworten fir
den Ausgangswert gibt. In der Wissenschaft wird es in erheblichem MaRe
verwendet, um die Standardabweichung, experimentelle Fehler und
Messfehler darzustellen.” (Quelle) Dies ist zwar eine gute Erklarung,
aber nicht ganz korrekt. Es geht nicht darum, dass es zwei mégliche
Antworten gibt, sondern darum, dass die Antwort so viel oder so wenig
wie die ,zwei moéglichen Werte des Anfangswertes” sein konnte — zwischen
dem mit der Absoluten Unsicherheit addierten und dem mit der absoluten
Unsicherheit subtrahierten Wert.

Die Angabe ,2,5 +/- 0,5 cm” wird verwendet, um darauf hinzuweisen, dass
der zentrale Wert ,2,5“ nicht unbedingt der tatsachliche Wert ist,
sondern dass der Wert (der wahre oder richtige Wert) zwischen den Werten
»2,5 + 0,5 und ,2,5 — 0,5 liegt, oder vollstandig berechnet ,Der Wert
liegt zwischen 3 cm und 2 cm“. Oft wird angegeben, dass dies mit einem
bestimmten Prozentsatz der Wahrscheinlichkeit, z. B. 90 % oder 95 % (90
%- oder 95 %-Konfidenzintervall), zutrifft. Der Haken an der Sache ist,
dass der tatsachliche genaue Wert nicht bekannt ist, er ist unsicher;
wir konnen nur korrekt angeben, dass der Wert irgendwo in diesem Bereich
liegt — und das auch nur ,meistens”. Bei einer Wahrscheinlichkeit von 95
% liegt der Wert in einem von 20 Fallen nicht innerhalb des Bereichs der
oberen und unteren Grenze des Bereichs, und bei einer Sicherheit von 90
% kann der wahre Wert in einem von zehn Fallen aullerhalb des Bereichs
liegen.

Dies ist wichtig. Wenn es um Messungen in der physikalischen Welt geht,
wird in dem Moment, in dem das Wort ,Ungewissheit” verwendet wird,
insbesondere in der Wissenschaft, ein riesiges Thema in einem einzigen
Wort zusammengefasst. Und damit eine Menge Verwirrung.

Viele der Messwerte, die in vielen wissenschaftlichen Bereichen
prasentiert werden, werden als Durchschnittswerte, als arithmetische
oder probabilistische Mittelwerte (in der Regel ,Mittelwerte’)
angeboten. Wenn also eine Unsicherheit oder ein Fehler angegeben wird,
handelt es sich in vielen Fallen nicht um die Unsicherheit des
Mittelwerts der MessgréBe, sondern um die Unsicherheit des Mittelwerts
der Werte. Allein diese Merkwiirdigkeit ist fir einen GroBteil der
Verwirrung in der Wissenschaft verantwortlich.
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Das klingt komisch, nicht wahr? Aber es gibt einen Unterschied, der
wichtig wird. Der Mittelwert einer Menge von Messungen wird in der
Formel angegeben:

Sum of all observations

Average -
Total number of obsevations

a,+0,+ O;+..+

@, d, ... 4, — Observations
n n— Number of observations

Der Durchschnitt — das arithmetische Mittel — ist also durch diese
Formel selbst mit der Unsicherheit der wurspringlichen Messungen
(Beobachtungen) verbunden. Wenn die urspringlichen Beobachtungen wie
folgt aussehen: 2 cm +/- 0,5 cm, dann hat der Wert des Mittelwerts die
gleiche Form: 1,7 cm +/- die Unsicherheit. Wir werden weiter unten
sehen, wie dies richtig berechnet wird.

In der modernen Wissenschaft hat sich die Tendenz herausgebildet,
stattdessen die ,Unsicherheit des Mittelwerts” zu verwenden — mit einer
abweichenden Definition, die etwa so lautet: ,Wie sicher sind wir, dass
dieser Wert der Mittelwert ist?“. Auch dazu spater mehr.

Beispiel: Messungen von High-School-Football-Feldern, die grob auf 0,3
bis 0,6 Meter genau vorgenommen werden, indem beispielsweise die
Abstands-Markierungen* am Spielfeldrand gezahlt werden, ergeben eine
reale Messunsicherheit von +/- 24 Inches [~61 cm]. Mit einem ahnlichen
Verfahren kénnte ein Mittelwert aus den Messungen vieler Highschool-
Footballfelder gebildet werden, wobei die Unsicherheit des Mittelwertes
angeblich auf einige Inches reduziert wurde. Dies mag trivial
erscheinen, ist es aber nicht. Und es ist nicht selten, sondern eher der
Standard. Die Behauptung, dass die Messunsicherheit (manchmal auch als
urspringlicher Messfehler bezeichnet) um eine ganze GroBenordnung
reduziert werden kann, indem man sie als ,Unsicherheit des Mittelwertes”
angibt, ist eine schlechte Ausrede fur die Wissenschaft. Wenn man wissen
will, wie sicher wir uns uber die GroBe dieser Footballfelder sind, dann
muss man die tatsachliche urspringliche Messunsicherheit kennen.

[*Im American Football {von welchem der Ubersetzer ein groBer Fan ist}
wird das Spielfeld mit Linien markiert, die jeweils 5 Yards voneinander
entfernt sind. Am Spielfeldrand sind die Markierungen von 1 zu 1 Yard
gezeichnet. — Die Sportart darf nicht mit unserem europaischen FuBball
verwechselt werden, der in den USA als ,European Soccer” bekannt ist. A.
d. Ubers.]

Der Trick besteht darin, den Mittelwert nicht mehr mit seiner
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tatsachlichen urspringlichen Messunsicherheit (urspringlicher
Messfehler) anzugeben, sondern ihn durch die Unsicherheit des
Mittelwerts zu ersetzen. Die neue, viel kleinere Unsicherheit des
Mittelwertes ist das Ergebnis von zwei Dingen: 1) es ist das Produkt der
Division oder 2) Wahrscheinlichkeit (zentraler Grenzwertsatz).

Fall 1, das Beispiel mit dem Footballfeld, ist ein Beispiel flr ein
Divisionsprodukt. In diesem Falle besteht die Ungewissheit nicht mehr in
der Lange des FuBballfeldes oder irgendeines FuBballfeldes. Es geht nur
noch darum, wie sicher wir uns des arithmetischen Mittels sind, das
normalerweise nur davon abhangt, wie viele FuBballfelder in die
Berechnung einbezogen wurden. Die urspringliche Messunsicherheit wurde
durch die Anzahl der gemessenen Felder geteilt, um die zentrale
Grenzwerttheorie zu untergraben.

Fall Nr. 2: Wahrscheinlichkeit und zentraler Grenzwertsatz. Ich werde
dieses Thema fir einen anderen Teil dieser Serie aufheben.

Weiter. Falls es nur um das arithmetische Mittel geht, kann man also den
Mittelwert der SpielfeldgréBen nehmen, der bei etwa 5351 Quadratmetern
liegt, ohne Ricksicht auf die urspringliche Messunsicherheit. Und dann
auf den Mittelwert der Kosten fir die Anlage eines Kunstrasenplatzes. Da
die ,Installation eines Kunstrasen-FuBballfeldes zwischen 750.000 und
1.350.000 Dollar kostet” [Quelle], ist es offensichtlich, dass man sich
besser mit Messwerkzeugen in Vermessungsqualitat auf den Weg macht und
die genauen Abmessungen des gewinschten Feldes misst, einschlieBlich der
gesamten Flache um das Spielfeld herum, die man abdecken muss. Es zeigt
sich, dass die Kostenschatzungen in einer Spanne von (ber einer halben
Million Dollar liegen.

Wir wirden diese Kostenschatzung als Mittelwert mit einer absoluten
Unsicherheit schreiben — 1.050.000 $ (+/- 300.000 $). Wie hoch die
tatsachlichen Kosten sein werden, hangt von einer Vielzahl von Faktoren
ab. Im Moment, ohne weitere Informationen und Details, ist das, was wir
haben .. die beste Schatzung der Kosten ist irgendwo da drin -> zwischen
750.000 und 1.350.000 $ — aber wir wissen nicht wo. Der Mittelwert von
1.050.000 $ ist nicht ,genauer” oder ,weniger unsicher”. Die richtige
Antwort mit den verfligbaren Daten ist die SPANNE.

Dieser Gedanke 1lasst sich am Beispiel [der Temperaturkurve] von
GISTEMPv4 1leicht veranschaulichen:
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Die Absolute Unsicherheit in GISTEMPv4 wurde von Gavin Schmidt
angegeben. Die schwarze Kurve, die einen Mittelwert darstellt, ist nicht
der tatsachliche Wert. Der tatsachliche Wert fiir das Jahr 1880 liegt in
einem Bereich von etwa 287,25° +/- 0,5°. Richtig geschrieben, lag der
GISTEMP im Jahr 1880 irgendwo zwischen 286,75°C und 287,75°C. Das ist
alles, was wir sagen konnen. Der GISTEMPv4-Mittelwert fur 1980, hundert
Jahre spater, liegt immer noch innerhalb dieses Bereichs, wobei sich die
Unsicherheitsbereiche beider Jahre um etwa 0,3 °C Uberschneiden; das
heillt, es ist méglich, dass die Mitteltemperatur uUberhaupt nicht
gestiegen ist. In der Tat iiberschneiden sich die Unsicherheitsbereiche
fur die globale Temperatur bis etwa 2014/2015.

Gavin Schmidt sagt zu genau diesem Punkt:

~Denken Sie aber daran, was passiert, wenn wir versuchen, die absolute
globale Mitteltemperatur fiar, sagen wir, 2016 zu schatzen. Die
Klimatologie fur 1981-2010 betragt 287,4+0,5K, und die Anomalie fur 2016
betragt (aus GISTEMP im Vergleich zu dieser Basislinie) 0,56+0,05°C.
Unsere Schatzung fir den absoluten Wert betradgt also (unter Anwendung
der ersten oben dargestellten Regel) 287,96+0,502K, und unter Anwendung
der zweiten Regel reduziert sich dieser Wert auf 288,0+0,5K. Der gleiche
Ansatz fir 2015 ergibt 287,8+0,5K, und fir 2014 287,7+0,5K. Alle diese
Werte scheinen innerhalb der Unsicherheit gleich zu sein. Wir verlieren
also die Fahigkeit zu beurteilen, welches Jahr das warmste war, wenn wir
nur die absoluten Zahlen betrachten.” [Quellel

Um genau zu sein: es 1ist absolut richtig, dass die globalen
Jahresmitteltemperaturen mit weitaus mehr Unsicherheiten behaftet sind,
als von Gavin Schmidt gezeigt oder zugegeben wird, aber zumindest hat er
den bekannten urspringlichen Messfehler (Unsicherheit) der Thermometer
gestutzten Temperaturaufzeichnungen einbezogen. Warum ist das so? Warum
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ist er groBer als das? ... weil die Unsicherheit eines Wertes die
kumulativen Unsicherheiten der Faktoren sind, die in die Berechnung des
Wertes eingeflossen sind, wie wir weiter unten sehen werden (und +/-
0,5°C ist nur einer davon).

Mittelwertbildung von Werten mit Absoluten Unsicherheiten

Absolute Unsicherheit: Die Unsicherheit einer gemessenen GroBe ist auf
inhdrente Schwankungen 1im Messprozess selbst zurickzufihren. Die
Unsicherheit eines Ergebnisses ist auf die kombinierten und kumulierten
Auswirkungen dieser Messunsicherheiten zurilckzufihren, die bei der
Berechnung dieses Ergebnisses verwendet wurden. Wenn diese
Unsicherheiten 1in den gleichen Einheiten wie die GréBe selbst
ausgedriickt werden, nennt man sie Absolute Unsicherheiten.
Unsicherheitswerte werden normalerweise an den angegebenen Wert einer
experimentellen Messung oder eines Ergebnisses angehdngt, wobei ein
gangiges Format ist: (GroBe) * (absolute Unsicherheit in dieser GroBe).
[Quellel

GemalR der obigen Formel zur Berechnung des arithmetischen Mittels werden
zunachst alle Beobachtungen (Messungen) addiert und dann die Gesamtsumme
durch die Anzahl der Beobachtungen geteilt.

Wie kann man dann zwei oder mehr unsichere Werte mit jeweils eigener
absoluter Unsicherheit addieren?

Die Regel lautet:

Wenn man zwei (oder mehr) Werte addiert oder subtrahiert, um einen
Endwert zu erhalten, ist die absolute Unsicherheit (angegeben als ,+/-
ein numerischer Wert”), die dem Endwert zugeordnet ist, die Summe der
Unsicherheiten. [viele Quellen: hier oder hier]

Zum Beispiel:

5,0

I+

0,1 mm + 2,0

I+

0,1 mm

7,0

I+

0,2 mm

5,0+ 0,1 mm- 2,0

I+

0,1 mm 3,0

I+

0,2 mm

Es spielt also keine Rolle, ob addiert oder subtrahiert wird — die
absoluten Unsicherheiten werden addiert. Dies gilt unabhangig davon, wie
viele Elemente addiert oder subtrahiert werden. Wenn im obigen Beispiel
100 Elemente (z. B. der Anstieg des Meeresspiegels an verschiedenen
Orten) jeweils eine eigene absolute Messunsicherheit von 0,1 mm
aufweisen, dann hatte der Endwert eine Unsicherheit von +/- 10 mm (oder
1 cm).

Dies lasst sich im Prinzip leicht in einer Grafik veranschaulichen:
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(10+/-1)+(12+/-1) =22 +/- 2

17 Y
Marinie +]=24 =22+2
12+/-1= :ﬁ* =20=22-2

22

In Worten: zehn plus oder minus eins PLUS zwo6lf plus oder minus eins IST
zweiundzwanzig plus oder minus zwei. Zehn plus oder minus 1 steht fir
den Bereich von elf bis neun und zwolf plus oder minus eins fir den
Bereich von dreizehn bis elf. Die Addition der beiden hoheren Werte der
Bereiche, elf und dreizehn, ergibt vierundzwanzig, was zweiundzwanzig
(die Summe von zehn und zwdlf auf der linken Seite) plus zwei ist, und
die Addition der beiden niedrigeren Werte der Bereiche, neun und elf,
ergibt die Summe von zwanzig, was zweiundzwanzig minus zwei ist. Unsere
korrekte Summe ist also zweiundzwanzig plus oder minus zwei, wie oben
rechts dargestellt.

Etwas kontraintuitiv gilt das Gleiche, wenn man eine unsichere Zahl von
einer anderen subtrahiert. Die Unsicherheiten (die +/-) werden addiert,
nicht subtrahiert, was zu einem Ergebnis (der Differenz) fihrt, das
unsicherer ist als entweder der Minuend (die obere Zahl) oder der
Subtrahend (die Zahl, die von der oberen Zahl subtrahiert wird). Wen das
nicht Uberzeugt sind, derskizziere sein eigenes Diagramm wie oben flr
ein Subtraktionsbeispiel.

Welche Auswirkungen hat diese einfache mathematische Tatsache?

Wenn man zwei Werte mit Unsicherheit addiert (oder subtrahiert), addiert
(oder subtrahiert) man die Hauptwerte und addiert die beiden
Unsicherheiten (die +/-) in beiden Fallen (Addition oder Subtraktion) -
die Unsicherheit der Gesamtsumme (oder der Differenz) ist immer hoher
als die Unsicherheit der beiden urspriinglichen Werte.

Was ist, wenn wir multiplizieren? Und was ist, wenn wir dividieren?

Wenn man einen Wert mit absoluter Unsicherheit mit einer Konstanten
multipliziert (eine Zahl ohne Unsicherheit), wird die absolute
Unsicherheit ebenfalls mit der gleichen Konstante multipliziert.
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z.B. 2 x (5,0 0,1 mm) =10,0 £ 0,2 mm

Wenn man einen Wert mit absoluter Unsicherheit durch eine Konstante
(eine Zahl ohne Unsicherheit) teilt, wird die absolute Unsicherheit
ebenfalls durch den gleichen Betrag geteilt. [Quelle]

Also, 10,0 mm +/- 0,2 mm geteilt durch 2 = 5,0 +/- 0,1 mm.

Wir sehen also, dass das arithmetische Mittel der beiden addierten
Messungen (hier haben wir multipliziert, aber es ist dasselbe wie die
Addition von zwei oder zweihundert Messungen von 5,0 +/- 0,1 mm) gleich
der Unsicherheit der ursprunglichen Werte ist, weil in diesem Fall die
Unsicherheit aller (beider) Messungen gleich ist (+/- 0,1). Wir brauchen
dies, um die Mittelwertbildung — die Ermittlung eines arithmetischen
Mittels — zu bewerten.

Schauen wir uns nun an, was passiert, wenn wir einen Mittelwert einer
bestimmten Messgrofe finden. Ich werde einen Gezeitenpegel verwenden, da
Messungen des Gezeitenpegels in Metern angegeben werden — es handelt
sich um addierbare GroBen (extensive Eigenschaft). Im Oktober 2022
betrug der mittlere Meeresspiegel am Battery Park [New York City] 0,182
Meter (182 mm, bezogen auf den letzten von NOAA CO-0OPS festgelegten
mittleren Meeresspiegel). Beachten Sie, dass mit diesem Wert keine
Unsicherheit verbunden ist. Doch selbst der mittlere Meeresspiegel
relativ zum Meeresspiegel-Datum ist bis zu einem gewissen Grad unsicher.
Die Einzelmessungen der Gezeitenpegel haben eine spezifizierte
Unsicherheit von +/- 2 cm (20 mm). (Ja, wirklich. Sie kdnnen die
Spezifikationen unter dem Link nachlesen).

Und doch wird in denselben Spezifikationen eine Unsicherheit von nur +/-
0,005 m (5 mm) fir Monatsmittelwerte angegeben. Wie kann das sein? Wir
haben soeben gezeigt, dass die Addition aller Einzelmessungen fir den
Monat alle Unsicherheiten (alle 2 cm) ergeben wirde, und dann wirden die
Gesamtsumme UND die kombinierte Unsicherheit durch die Anzahl der
Messungen geteilt — und es blieben wieder die gleichen 2 cm als
Unsicherheit fur den Mittelwert ubrig.

Die Unsicherheit des Mittelwertes kann und darf mathematisch nicht
geringer sein als die Unsicherheit der Messungen, aus denen er sich
zusammensetzt.

Wie haben sie es geschafft, die Unsicherheit auf 25 % ihres
tatsachlichen Wertes zu reduzieren? Der Hinweis liegt in der Definition:
Sie bezeichnen sie richtigerweise als ,Unsicherheit des Mittelwerts” —
im Sinne von ,wie sicher sind wir uns Uber den Wert des arithmetischen
Mittels?“ Sie berechnen es so: [gleiche Quelle]

»181 eine-Sekunde-Wasserstandsproben, die auf jede Zehntelstunde
zentriert sind, werden gemittelt, ein AusreiBertest mit drei
Standardabweichungen wird durchgefihrt, der Mittelwert und die
Standardabweichung werden neu berechnet und zusammen mit der Anzahl der
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AusreiBBer angegeben. (3-Minuten-Mittelwert des Wasserstandes)“

Wie man sieht, haben sie ,die Zielpfosten verschoben“ und geben nun
nicht mehr die Unsicherheit des Mittelwerts an, sondern die
»Standardabweichung des Mittelwertes“ an, wobei ,die Standardabweichung
ein Mall fur die Streuung der Zahlen in einer Datenmenge von ihrem
Mittelwert ist.” [Quelle oder hier]. Es handelt sich nicht um die
Unsicherheit des Mittelwerts. In der Formel fur das arithmetische Mittel
(Bild etwas weiter oben) wird der Mittelwert durch ein einfaches
Additions- und Divisionsverfahren bestimmt. Das numerische Ergebnis der
Formel fur den absoluten Wert (der numerische Teil ohne das +/-) ist
sicher — Addition und Division ergeben absolute Zahlenwerte — es gibt
keine Unsicherheit Uber diesen Wert. Ebenso wenig gibt es eine
Ungewissheit uUber den numerischen Wert der summierten Unsicherheiten
geteilt durch die Anzahl der Beobachtungen.

Lassen Sie mich hier etwas klarstellen: Wenn man den Mittelwert von
Messungen mit bekannten absoluten Unsicherheiten ermittelt, gibt es
keine Unsicherheit iiber den Mittelwert oder seine absolute Unsicherheit.
Es ist ein einfacher arithmetischer Prozess.

Der Mittelwert ist sicher. Der Wert der Absoluten Unsicherheit ist
sicher. Wir erhalten ein Ergebnis wie zum Beispiel:

3 mm +/- 0,5 mm

Das bedeutet, dass der numerische Wert des Mittelwerts in einem Bereich
von 3 mm plus 0,5 mm bis 3 mm minus 0,5 mm oder im Bereich von 1 mm
liegt: 3,5 mm bis 2,5 mm.

Der Bereich kann nicht weiter auf einen einzigen Wert mit geringerer
Unsicherheit reduziert werden.
Und komplexer als das ist es wirklich nicht.

#HHHH

Kommentar des Autors dazu:

Ich horte einige stottern und protestieren.. Aber.. aber.. aber.. was ist
mit dem (absolut universell anwendbaren) Zentralen Grenzwertsatz? Ja,
was ist damit? Hat man Ihnen beigebracht, dass es immer dann angewandt
werden kann, wenn man einen Mittelwert und dessen Unsicherheit sucht?
Glauben Sie, dass das wahr ist?

In einfachen pragmatischen Worten habe ich oben die Regeln fur die
Bestimmung des Mittelwerts eines Werts mit absoluter Unsicherheit
aufgezeigt — und gezeigt, dass die korrekte Methode bestimmte (nicht
unsichere) Werte sowohl fir den Gesamtwert als auch fir seine absolute
Unsicherheit 1liefert. Und dass diese Ergebnisse einen Bereich
darstellen.
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Im weiteren Verlauf dieser Serie werde ich erdortern, warum und unter
welchen Umstanden der Zentrale Grenzwertsatz Uberhaupt nicht verwendet
werden sollte.

Als Nachstes, in Teil 2, werden wir uns mit den kaskadierenden
Unsicherheiten von Unsicherheiten befassen, die als Wahrscheinlichkeiten
ausgedruckt werden, wie z. B. ,40 % Chance auf”.

Vergessen Sie nicht zu sagen, ,mit wem Sie sprechen”, und beginnen Sie
Ihren Kommentar mit dem Namen des Kommentators, wenn Sie sich an einen
anderen Kommentator (oder an mich selbst) wenden. Verwenden Sie etwas
wie ,0ldDude — ich glaube, Sie haben recht...”.

Link:
https://wattsupwiththat.com/2022/12/09/plus-or-minus-isnt-a-question/

Ubersetzt von Christian Freuer fir das EIKE
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